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Введение. Современные технологические процессы 
сварки, наплавки, пайки и склеивания позволяют 
ИЗГОТОВЛЯТЬ 


соединенных между собой разнородных анизотропных 


элементы конструкций ИЗ мМОНоОлЛиИтТнНо 
материалов. Комбинирование различных материалов, 
обладающих качествами, соответствующими тем или 
иным условиям эксплуатации, открывает большие 
возможности ДЛЯ 


экономических характеристик машин, оборудования И 


повышения технических и 
сооружений. Оно может способствовать значительному 
увеличению их надежности, долговечности, уменьшению 
расходов на изготовление и эксплуатацию. 

Материалы и методы. Целью работы является изучение 
предельного напряженного состояния анизотропных 
составных пластин в рамках классической теории изгиба 
пластин. Внешние края пластины считаются свободными. 
Используя классическую теорию изгиба анизотропной 
пластины в пространстве физических и геометрических 
параметров, получены уравнения гиперповерхности, 


определяющие зоны малонапряженности для края 


контактной поверхности составной ’цилиндрически 
ортотропной пластины. 

Результаты — исследования. Нахождение критериев 
инженерных сооружений, позволяющих определить 


предельные прочностные характеристики элементов 
конструкций, является одной из актуальных задач 
механики деформируемого твердого тела. Проблемы 
прочности в конструкциях часто сводятся к выяснению 
характера местного напряженного состояния у вершин 
стыков составляющих частей. Данная статья посвящена 
решению этой проблемы для составных анизотропных 
пластин в области их изгиба. 

Обсуждение и заключения. Решение, предлагаемое в 
данной работе, может быть полезным для повышения 


прочности композитных изделий. 


Ключевые слова: малонапряженность, изгиб пластин, 
анизотропный, составной, жестко защемленный, угловое 
ребро, классическая теория изгиба, линейно упругий. 
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Введение. Рассматривается малонапряженное состояние около углового ребра края контактной 
поверхности соединения двух различных, жестко защемленных по внешним краям цилиндрически 
ортотропных пластин одинаковой толщины [1-5] в рамках классической теории изгиба линейно упругих 
анизотроных пластин [6, 7], жестко защемленных по внешним краям. Исследование поведения напряжений в 
вершине угла при изгибе однородной изотропной пластины, имеющей угловое ребро, по классической теории 
изгиба пластин было проведено в работе [8]. Последующее рассмотрение этой задачи по уточненной теории 
Рейсснера показало, что перерезывающие силы в этом крае конечны [9]. В работе [10] экспериментально 
показано существование и расположение зон малонапряженности и концентрации напряжений в угловых 
точках составных пластин. Случай изгиба неоднородной составной плиты рассмотрен в [11]. 

Поверхность, соединяющая две пластины, вертикальна к срединной плоскости. Такая составная 
пластина подвержена изгибу под общей поперечной нагрузкой. Окрестность краевого ребра контактной 
поверхности соединения свободна от внешних сил. Поместим начало цилиндрической системы координат в 
угловой точке срединной плоскости пластины. На рис. 1 показана плоскость 7=0. Принимаем, что главные оси 
анизотропии совпадают с осями этой цилиндрической системы координат. Толщину пластины обозначим В, а 
величины в окрестности точки г=0, относящиеся к областям 0<6<а, -№/2<7<1/2 и -В<6<0, -№/2<7<[/2, отмечаем 
индексами 1=1, 2 соответственно. 








Рис. 1. Схема составной пластины 


Материалы и методы. Прогиб и’; каждой области ортотропной пластины в окрестности точки 1=0 
о из уравнения [3]: 


1 дм 1 0% и; 103»; 1 д3м; 927; 1 ди; 1 дм; 
рн 5 2 но: = т2 д Е Бе: т4 в" 20: = А 3-20-65 т3 а Ве = в 2(Рь: го +Б:0:) = тА РР В 0. (1) 
где ой Рег, О-о: — жесткости каждой а анизотропной пластины: 
‚> Е 3. Ед: з. Ил х. п - барз 
Р-: — ни , Пе: == вн" , Ре: = Вы: + 2); Ре = 12 в 
Здесь Ен, Еве» У", Мог» @: — параметры анизотропии каждой области. 
Представляя прогиб пластины в форме 
ил (г, =" +1 (0 1), (2) 
где ил. — искомые функции и постоянная, из уравнения (1) будет следовать 
д" +2 (А? + 1) 1"+(Р — 1) (К - ПД =0, (3) 


р. 
где К. ;= 2 ‚К = "Ир 


Корни соответствующего характеристического уравнения для (3) определяются из следующего 


выражения 
паззл" | = +0 2/2, — 2:4? +2: + К» +1=ЕУ-а 6 (4) 


Нужно будет рассмотреть три следующих случая: 





1) Все четыре корня (4) мнимые (а> Ь,Б — величина действительная) 
(1234): = к, 
где случай К=1 соответствует нижнему знаку под радикалом (4), а К=2 — верхнему. 


2) Все корни (4) комплексные (Ь — величина мнимая). 
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Т(а2 зд = Е 
3) Одна пара корней действительная, а другая — мнимая (а< Ь,Ь — действительная). 
Т(12: = $», Т(злр = Йи. 
Для каждого из случаев напишем общее решение уравнения (3): 
1) =А; с0$ 1; 9+В; т ал; 9-С; с0$ @22; 9-Е; $ а)>; 9 
2) [.=А; созВ &; 9 со$7; 0 + В; зшВ &;0 со$ т; 0 + С; созВ &; 9 эт 1:0 + +Е; зшЬ &:0 шп; 0 (5) 
3) Е=А; созВ &; 9-В; $1 &;8 + С; со5 1; 9+Е; $т 1:0, 


где А;, В;, С;, Е; — произвольные постоянные. 
Тогда для моментов будем иметь 
Ми = Быт” уе" + @+ Пал] 
Мег = Бет” [Ди + д+ Пой + ПЛ] 
Маг = 201}, (6) 
перерезывающие силы будут вычисляться по формулам: 
9 = г”? [(Рьй — Вед" + + (Фи? - Вр] 


О = —"^ [ры Д" + (4+ О (Фной + Вой (7) 
Для обобщающей перерезывающей силы будем иметь 
ЭМ--91 > т ’ 
Фор = бо +57 = 7-2 (ры + 9), (8) 


где 
9: = (9+ ПВь;: + Я + 1)Бнь; + 2(1-— 1)Вн.. 
На контактной поверхности (0 =0) следует соблюдать условия непрерывности прогиба, угла 
поворота, изгибающего момента и обобщенной перерезывающей силы. 


ДЕЛ, Я = Б, Ба А" + 91} = Бе" +92Ъ, (9) 
Ро" + (+ 1)(.4+ ПД] = Во + (9+ 1)024 + ОР]. 
Рассмотрим граничные условия на внешних краях (0 =а,0 = —В) пластины. В случае жестких 
заделок 
д =Л=0, (10) 


Подставляя значение [; из (5) в граничные условия (9) и (10), получаем три системы восьми линейных 
уравнений относительно восьми постоянных А; В;, С;, Е; для каждого из трех случаев в (5). 
Для случая 1: 
Аз + С, — А›- С›=0 (11) 
@11 В +41 Е1—@12В›—@>>2Е>=0 
Ро1911А1 + Ро1921С1 — Ве29124А> — Рь2422С2=0 
@11Ра1 Вт 121 Е1 — @12Р12 В2 — @22р2> Ез = 0 
Аз с0$ 11 @+В1 $Ш @11а-+С1 с0$ 421 @+Ё1 $ 621 @=0 
Аз 11 5т 11 @ — Ву @11 0$ @11а+С1 4221 $1 421 @ — Е1 @)21 С0$ 21 а=0 
А> с0$ 612 В — В2 5т @12 В +С> с0$ 4226 — Е› $т а222 В=0 
А2 1251 @)12 В + В2 а1260$ @)12 В +С2022 $1 @)22В + Е 4)2260$ 022 В=0 
Здесь использованы следующие обозначения: 
ри=( 1+1 - 1.) Бы [А + 1)Бно, + 2(4 — Бы] 
ал=@ + Пол + П-шя, 1,2 








Для случая 2: 
А; —А» = 0, $1 В; + П1С, — 62В» — П2С2 = 0 (12) 
ал Рот А + 2019111 Ё1 — @>О62А> — 2002$212Е> = 0 
р: В1+41С: — Р> В> — 426>=0 
А; созВ &, а с0$ 11 а + В: зтВ $1 а с0$11 @ + С, с0$В $, а5т 71 < Е, зтВ &, < $тИ1 < = 0 

А. (С. 5тВ &. @ с0$1]1 @ — 11 СО$В &, @а 5т 11а) 
+В) (со$В $1 @ с0$11 @ — 11 $ШВ &1 «571 ©) 
+ С, (21 5шВ &, ат 11 © + 71 с0$В &1 @ с05 11 @ 

+Е) (61 с0$В &1 © $11771 © + 771 $тВ & а с0511 а) = 0 

А созВ &2 В с0512 В — В> эшВ 626 с0$772 В — С> со$| $, В эт 12В-+Е> эп &26 т 126 = 0 

А» (бо$1В $> В с052 В — 12 созВ $2 В $1 И2В) 
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— В> ($2 с05В $2В с0$ 12 В — 12 зшВ $>В т 28) 
— С> (бо5тВ $2 В т 12В +12 со$В 6>В с0512 В.) + Е (52с05Ъ $2В 5т 12 В + 12 $18 $2 В со$1> В) 
= 0, 
где обозначены 
= -т+а+оод+о 
РЕЦ? — ЗП? ++ 1) Ре + Ри +2 — ПР} 
9: = пи (ЗЕ? — 1+ А+ ОБь: + А + Пн; + 2а - 15] 
Для случая 3: 
А+ С, — А›— 6=0 (13) 
$1 В: + И1Ё1 — $2В> — П2Е2 = 0 
а: Без А: — 6. )о1 С: — а>)ь2А» + 6>Оь2С» = 0 
$1Р1 В: — 1191Е1 — $2Р> В2 + 1242Е>=0 
А; созВ &, а + В, зтВ в. а + С, с0$ 11 < +Е\ $ШИ1 = 0 
А 1 зтЬ &1 а + В: <. со$В & а — С.11 $т 11 < +Ё111 0514 % = 0 
А> созВ &2В — В» $шВ &2В + С> с0о$12В — Е> $т2В = 0 
А>6> зтВ 62В — В>52 созВ $>В — С>1> т >В — Е>12 с0$1> В = 0, 
где 
а; = & +0406: +1), Ы=Ш-@+06н+1 
Р-Я +4 + 1 Ры+я[ + Бьь: + 2(4 — ПБ] 
9: = @# -1- При; - М@+ ПР, + 29 - В] 

Для существования нетривиального решения однородных систем (11), (12) и (13) линейных 
алгебраических уравнений относительно коэффициентов А;,В;,С;, Е; необходимо, чтобы определители этих 
систем равнялись нулю 

Д(А, а, В, У, Уве, Ен, Евь в.)=0 (14) 

Из (2) и (6) следует, что если 0< Кей, <1 , то при приближении к краю поверхности соединения (г-> 0) 

напряжения (моменты) неограниченно возрастают, при этом порядок особенности равен | Кей. —1|. А если 
Вей: >1 , напряжения убывают до нуля при приближении к вершине угла. 

Результаты исследования. Таким образом, исследование характера напряженного состояния в 
окрестности ребра края поверхности соединения составной анизотропной пластины при изгибе приводится к 
отысканию корня А трансцендентного уравнения (14) с наименьшей положительной частью для фиксированных 
углов и механических характеристик соединяемых материалов. 

Приравнивая нулю определители этих новых систем, получаем уравнения относительно А для каждого 
из трех случаев соответственно. Проведено численное решение этих уравнений для следующих групп 
параметров: 

Пу=1,6: = из2)у =1,4; = 4щ;; 3) у=16; = 1/4; 
4) у = 1/2, 61 = из 5) у = Мо, 6; = 4 ;6)у = 2,6; = 4ш. 

В численных расчетах везде учтено замечание Фойгта [6] о равенстве ЁЕ„; = Еб;. 

Некоторые результаты численного исследования корня Д, в зависимости от угла ф = +В, приведены в 
таблице где <= 100. 


























Таблица 1 
Значения параметра 4. в зависимости от углов © и В 
ф 1 2 3 4 5 6 
140 1,533 0,845 2,34 1,574 0,784 0,88 
160 1,288 0,703 1,72 1,146 0,653 0,73 
180 1,000 0,596 1,51 0,910 0,556 0,61 
200 0,816 0,516 1,039 0,756 0,485 0,53 
230 0,652 0,436 0,817 0,614 0,416 0,447 
290 0,519 0,373 0,60 0,508 0,367 0,375 
360 0,500 0,325 0,563 0,474 0,311 0,333 
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Таблица показывает, что для данных углов, в зависимости от параметров анизотропии, может быть 
концентрация напряжений в вершине или не быть. 

Можем решить и обратную задачу [1-5]. Построим кривые, которые при фиксированных значениях 
механических характеристик материалов на плоскости © В разделяют области конечных и бесконечных 
напряжений (моментов). Предполагая, что вблизи границы области высокой концентрации напряжений 
наименьший корень уравнения (11) действительный, положим в этом уравнении Я =1 (предварительно 
освобождаясь от двукратного корня А=1 ) и найдем наименьшие положительные значения углов < ир в 
зависимости от параметров анизотропии. Геометрические места этих точек в плоскости % В образуют те 
предельные кривые, которые разделяют концентрационную область (выше кривых) от областей 
малонапряженности (ниже кривых). Численная реализация полученного уравнения позволяет в пространстве 
параметров а, В, У, Уд, Еть, Бог, С; определить зону малонапряженности для края, обеспечивающую прочность 
соединения. 

На рис. 2 показаны эти кривые для различных значений параметров анизотропии. Линии 1-9 отвечают 


следующим параметрам: 1) у = 1,4; = и; 2)у = 17.,с; =ш:;3)у=2,4:=и;4)у=1, (4; =4ц; 
5)у = 17,6: = 4м;; 6) у = 2,4; = из Ту =1С; = ц;/4; 8)у = 17,6: = и;/4; 9) у = 2,6; = и, /4. 








Рис. 2. Распределение зон малонапряженности 


На графиках прямые линии соответствуют однородной пластине, а кривые — составной. 

Обсуждение и заключения. Если для однородной изотропной пластины с углом раствора больше п 
всегда имеется концентрация напряжений в вершине, а с углом меньше п отсутствует, то для однородной 
анизотропной пластины, а также составной изотропной и анизотропной пластин, как показывают графики на 
рис. 2, эта закономерность нарушается. 

Видно, что степень концентрации перерезывающих сил вблизи угловой точки на единицу выше, по 
сравнению с моментами, что объясняется несовершенством классической теории изгиба пластин. 

Аналогичным образом можно рассматривать граничные условия, когда плита свободно оперта по 
внешним краям, внешние края свободны, а также смешанные краевые условия. 

Рассмотренную здесь задачу можно также исследовать, используя уточненную теорию изгиба 
анизотропных пластин [12, 13], позволяющую уйти от ограничений, налагаемых аппроксимацией Кирхгофа, и 
сравнить результаты. 
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